
اشاره
} پيوسته است. ولی بعد از آن مکرر  }R − 0 } صحبت می شود، می گویند تابع در  }f (x) : R R

x
= − →

1 0 وقتی از تابعی مثل 
اتفاق می افتد كه این بيان نقض می شــود؛ بدین صورت كه گفته می شــود: »تابع f در صفر ناپيوسته است«. در صورتی كه صحبت 
از پيوســتگی یا ناپيوستگی یک تابع در خارج از دامنة آن نادرست است. در این مقاله به این گفتة تناقض آميز می پردازیم و نشان 
می دهيم دليلی كاملًا ریاضی پشت این نوع بيان وجود دارد. برای بررسی این مشکل قضایایی را بيان خواهيم كرد كه بر مبنای آن ها 

می توان برخی از توابع ناپيوسته را به توابعی پيوسته گسترش داد.

كلیدواژه ها: پيوستگی، نقطة چسبيدگی، ناپيوستگی رفع شدنی، مجموعة بسته

مقدمه
f نگاه كنيد. آیا این تابع پيوسته است؟ (x)

x
=

1 به نمودار تابع 

2

4

6

2 4 6
0
0-2-4-6
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-4

} برابر  x∈Df اســت. بنابر  }fD R= − 0 دامنــة f برابــر
تعریف پيوستگی، در هر x∈Df تابع f پيوسته است. اما شهود 
دانش آموزان و حتی ما نمی تواند بپذیرد كه این تابعی پيوسته 
باشــد. چون در اطراف صفر یک ســر تابع به ∞+ و یک ســر 
دیگر آن به ∞- می رود؛ پيوســتگی ای كه هيچ كدام از ما آن را 
باور نمی كند، چه رسد به دانش آموزان. بنابراین گفته می شود 
كه تابع در نقطة صفر ناپيوســته است. درواقع اشتباهی رایج 
اتفاق می افتد و ما به یک باره صفر را جزو دامنة تابع به حساب 
می آوریم. اما چرا این اشتباه بسيار شایع است؟ دليلش آن است 

} چسبيده  }fD R= − 0 f به حساب نمی آوریم؛ زیرا نقطة صفر را به  (x)
x

=
1 كه ما به طور شهودی نقطة صفر را خارج از دامنة 

می بينيم. از لحاظ ریاضی هم این درک كاملًا درســت اســت. در ادامه خواهيم گفت كه نقطة صفر یک نقطه چسبيدگی )حدی( 
} است.1 }fD R= − 0

 گسترش 
{ }x R ,

f (x) x
x

∈ −
= 
 =

1 0

0 0
 f با تعریف  : R R→ } را می توان به صورت زیر به تابع  }f (x) : R R

x
= − →

1 0 تابع 

ابوالحسن فریدونی
استادیار دانشگاه ایلام
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f روی R پيوسته نيست. این ناپيوستگی با شهود ما سازگار است. داد. می بينيم كه 

ff پيوسته است، اگر در هر نقطه از دامنة آن پيوسته باشد. : D R→ تعریف 1. تابع 
} كه  }n fx D⊂ ff در نقطه x∈Df دارای ناپيوســتگی رفع شــدنی اســت،  اگر بــرای هر دنبالة  : D R→ تعریف 2. تابع 

 موجود باشد.
n

n nx x
lim f (x ), x x
→

→

تعریــف 3. زیــر مجموعة A از R را در نظر بگيرید. نقطة x∈R را یک نقطة چســبيدگی )حــدی( A گویيم اگر یک دنبالة 
A نشان می دهيم. nx مجموعة نقاط حدی A را با  x→ } موجود باشد كه  }nx A⊂

[ ](a, b) a, b= Q و  R= مثلًا 
ff را در نظر بگيرید. مجموعة D را به صورت زیر تعریف می كنيم: : D R→ تعریف 4. تابع 

}موجود است }
n

f n f n nx x
D x D x D , x x : lim f (x ) ,

→

 
= ∈ ∀ ⊂ → 
 

f را به این صورت معرفی می كنيم: و تابع

{ }
n

n n fx x

f : D R

f (x) lim f (x ), x D ,
→

 →
 = ⊂

 موجود است؛ یعنی ناپيوســتگی رفع شدنی است. اگر 
n

nx x
lim f (x )
→

fx باشــد. پس  D D∈ ∩ fD اگر  D⊂ پيداســت كه 
 موجود نيست و ناپيوستگی رفع شدنی است.

n
nx x

lim f (x )
→

، fx D D∈ −

D

Df

Df

} در تعریف D صدق  }ny } و  }nx x و دنبالة  D∈ f خوش تعریف است. بدین معنی كه اگر  اكنون نشان می دهيم، تعریف
كند و:

n nn n a
t lim f (x ), w lim f (y )

→∞ →
= =

آن گاه t=w. اگر بنا به فرض خلف برابر نباشند، تعریف كنيد:
n

n
n

x
z

y


= 


,n زوج

,n فرد

. پس فرض خلف باطل اســت و  x D∉ nn موجود نيســت، پس:
lim f (z )
→∞

، ولی  nz x→ ، پس: ny x→ nx و  x→ چون 
t=w. به عبارت دیگر:

n n
n nx x y x

f (x) lim f (x ) lim f (y ).
→ →

= =

به مثال زیر توجه كنيد: 
، { }f : R R− →0 مثال: تعریف كنيد: 

f (x) 
= −

1
1

,x  گویا

x۰  اصم

همچنين قرار دهيد:
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n nx y
n n

   = =   
    

1 1

، ولی: ny nx و 0→ پيداست كه: 0→

n nn n
lim f (x ) lim f (y ).
→∞ →∞

= ≠ − =1 1

نشان می دهيم: D∌۰. در تعریف D، هر دنباله كه به x همگراست، باید بررسی شود، اگر تعریف كنيم:

n
nz

n


= 



1

1 ,n زوج

,n فرد

f قابل تعریف نيست. ( )0 nn موجود نيست. پس x=۰∉D و 
lim f (z )
→∞

، ولی  nz آن گاه: 0→
مثال اخير نمی تواند مثال نقضی برای خوش تعریفی تعریف D باشد.

.Df⊃D :رفع شدنی است، اگر و تنها اگر f را در نظر بگيرید. همة نقاط ناپيوستگی ff : D R→ قضیة 1. تابع 
 

n
nx x

lim f (x )
→

} كه ،  }n fx D⊂ برهان: فرض كنيد همة نقاط ناپيوستگی fرفع شدنی است. برای هر x∈Df و برای هر دنبالة 
. x D∈ nx موجود است. پس:  x→

برعکس، فرض كنيد Df⊃D، طبق تعریف f ،D در همة نقاط Df دارای حد است. پس نقاط ناپيوستگی آن رفع شدنی است. 
.Df⊄D :دارای ناپيوستگی رفع نشدنی است، اگر و تنها اگر ff : D R→ نتیجه: تابع

] را در نظر بگيرید. داریم: ]f (x) x : R R= → مثال 2: تابع 
f fD R, D R Z D D.= = − ⇒ ⊄

. fD R D= ≠ ] رفع شدنی نيست. به علاوه:  ]f (x) x : R R= → بنا به نتيجة قبل، نقاط ناپيوستگی 

] داریم: ]f (x) x : R Z R= − → مثال 3. برای تابع 
f fD R Z, D R Z D D.= − = − ⇒ =

fD و: R D= ≠ f در همه جا روی D=R-Z پيوسته است. همچنين: 
f f : R Z R= − →

: را با تعریف f : R R→ مثال 4. تابع 

R Z
x x Z,

f (x) xX (x)
x Z,−
∉

= =  ∈0
در نظر بگيرید. داریم:

f fD R, D R D D.= = ⇒ =

. fD R D= = . درا ین حالت:  f (x) x : R R= → پس نقاط ناپيوستگی f رفع شدنی است و: 

-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

3

-1

-2

-3

-4
0

-3 -2 -1 1 2 3 4

1
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0

و
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. f (x) x : R Z R= − → مثال 5. برای تابع 
f fD R Z, D R D D= − = ⇒ ⊂

fD و: R D= = f پيوسته است. به علاوه :  : R Z R− →

f (x) x : R R= →

0
0-1-2-4 1 2

-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

-1

-2

-3

0
0-3 -2 -1 1 2 3 4

1

2

-1

-2

-3

0
0

گسترش پیوستة توابع
تعریف كنيد:

{ }
{ }

Z ,, , , , , , , , , , , ,

Z , , , , , , , , , , .

= − −

+ = − −

2 4 2 0 2 4 6
2 1 3 11 3

لذا:

R Z,
Z Z ( Z ), R Z

R ( Z ).
−

= ∪ + − ⊂  − +

2
2 2 1

2 1

f با ضابطة : R ( Z ) R− + →2 1 مثال 6. تابع 

(tan( x)) x R Z,
f (x)

x Z

 ∈ −

 ∈ 1 2

روی R-Z پيوسته است. پيداست:
f fD R ( Z ), D R ( Z ) D D ,= − + = − + ⇒ =2 1 2 1

f گســترش داد. اما ما از لحاظ شهودی نمی توانيم  : R ( Z ) R− + →2 1 . می توان پيوســتگی f را به شکل  fD R D= ≠ و 
f پيوسته است، چون تابع در هر نقطة 2Z+1 ناپيوسته است. اما چرا نمی توانيم از لحاظ شهودی نقاط 2Z+1 را نادیده  بپذیریم كه 
Z )به شکل  R ( Z )+ ⊂ − +2 1 2 1 fD چسبيده اند، یعنی:  R ( Z )= − +2 1 بگيریم؟ جواب این اســت كه نقاط 2Z+1 به مجموعة 

.) R ( Z ) R− + =2 1 دقيق تر 
fD در مثال هــای ۴ و 5 نيز اتفاق افتاد، ولی در مثال هــای 2، 3 و 6 صادق نبود. این مثال ها بيان می كنند كه  D= تســاوی 
 D را از f اتفاق بيفتد. در این صورت می توانيم دامنة پيوستگی fD D= پيوستگی زمانی از لحاظ شهودی مقبول است كه تساوی 

fD گسترش دهيم. به یک مثال دیگر توجه كنيد. به 

مثال 7. برای تابع
x x ( , ),f (x)

x ( , ),
 − ∈ −= 

∉ −

21 11
تعریف نشده11
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داریم: 
[ ]ffD ( , ), D D D ,= − = = = −11 11

fD است.  D= . به طور شهودی تابع f را می توانيم به عنوان تابع پيوسته بپذیریم. دليل این امر برآورده شدن رابطة fD D= پس:
در ادامه اثبات می كنيم این نتيجه ای خاص نيست.

fD این نيســت كه تابع صادق در این رابطه پيوستگی شــهودی قابل قبولی دارد. كار مهم تری كه  D= اما تنها مزیت رابطة
 . fD می توانيم انجام دهيم، این است كه چنين توابعی را می توانيم به توابع پيوسته ای روی كل R گسترش دهيم؛ خيلی بيشتر از

f ربط دهيم: : R R→ ( را به تابع پيوستة f مثلًا در مورد مثال 7 می توانيم f )و یا

[ ]
( )

x x , ,
f (x)

x , ,

 − ∈ −= 
∉ −

21 11
0 11

fD صدق می كنند، بررسی می كنيم. D= حال برمی گردیم و مثال هایی را كه در شرط 
fD لذا  R D= = . در مثــال 5 داریم:  f (x) f (x) x= = . پس قــرار می دهيــم: fD R D= = در مثــال ۴ می بينيــم كه:

. f (x) f (x) x= =

 )برای x∈D( مشــکل را حل كردیم. اما 
nx x

f (x) f (x) lim f (x)
→

= = fD نقاط تنها بودند كه با تعریف  D− در ایــن مثال ها 
حالت هایی دیگر اتفاق می افتند و مشکل فقط در نقاط تنها نيست.

مثال 8. تعریف كنيد:

n Z

(x ( n )) x ( n, n ), n Z
f (x) x ( n, n )

∈

 − − + ∈ + ∈=  ∉ ∪ +

21 4 1 4 4 2
4 4 تعریف نشده2

10 2 3 4 5 6-1-2-3-4

1

0

0
00/5 1 1/5-1/5 -1 0/5

0/5

-1-2-3-4 1 2 3 4 5 6
0

0

1

-1

در این مثال:
[ ]ff n Z f n ZD ( n, n ),D D D n, n .∈ ∈= ∪ + ⊂ = = ∪ +4 4 2 4 4 2

f را به طور پيوسته گسترش دهيم:  : R R→ ff به  : D R→ از شکل پيداست می توانيم 

[ ]
[ ]n Z

(x ( n )) x n, n , n Z
f (x)

x n, n .∈

 − − + ∈ + ∈= 
∉∪ +

21 4 1 4 4 2
0 4 4 2

f نيز مشتق پذیر باشد. F را طوری انتخاب كنيم كه  : R R→ به علاوه چون f در Df مشتق پذیر است، می توانيم 
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a x b

f(a)

f(b)

Df

a bx

Df

a x b

R

صدق می كنند، اجرا كرد؟ در ادامه نشان می دهيم  fD D= سؤال اینجاست كه آیا می شود این ایده را برای سایر توابع كه در شرط
كه این امر ممکن است.

) می توان انتخاب كرد كه:  )a,b ، آن گاه یک بــازه  fx R D∈ − نکته: شــکل قبل را می توان این طور تفســير كرد كه اگر: 
. ( ) fa, b R D⊂ − ) و  )x a,b∈

، آن گاه می توان تابع f را به یک تابع پيوسته روی كل R گسترش داد. fD D= قضیة 3. اگر 
 . ( ) fa, b R D⊂ − ) و  )x a,b∈ ) می توان انتخاب كرد كه  )a,b fx یک بازه  R D∈ − برهــان: بنا به نکتة قبل برای هر 
 f (b) f و (a) fD تعریف شده، D= f روی  . از آنجا كه  fa, b D∈ ) بزرگ ترین بازه با این خاصيت باشند. لذا:  )a,b فرض كنيد 

موجود است. تابع خطی 
f (b) f (a)L(x) (x a) f (a),

b a
−

= − +
−

] پيوسته است، زیرا: ]a,b ) تعریف كنيد. به راحتی می توان بررسی كرد كه L روی  )a,b را روی 
L(a) f (a), L(b) f (b)= =

 L(x) به صورت اجتماعی از بازه های باز و مجزاست، روی هر كدام از این بازه ها می توانيم تابع خطی شبيه fR D− از آنجا كه 
fD به تابع پيوسته ای روی كل R بسط دهيم. f را از  تعریف كنيم. یعنی می توانيم 

پی نوشت 
.« متفاوت است. 1. در این فونت عدد صفر به صورت »۰« نمایش داده می شود و با نقطه »
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